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R6sum~-A partir d'un ensemble incomplet et bruit6 de donn6es, une m6thode de reconstruction tomo- 
graphique d'une distribution 3D de d6fauts, situ6s au sein d'un solide, est present&. Le probl~me direct 
associ6 est r6solu num6riquement par la m&hode des ~16ments analytiques, en utilisant un schema implicite 
/t directions altern6es. Un algorithme it6ratif d'optimisation avec contraintes, associ~ fi une technique de 
r6gularisation bas6e sur le principe de l'entropie maximale, est utilis6 pour r6soudre le probl~me inverse. 
Des r6sultats num&iques, obtenus ~ partir des donn6es simul6es par le mod61e direct et ensuite bruit6es, 

attestent la bonne performance de la m6thode de reconstruction propos&. 

INTRODUCTION 

A l'heure actuelle l'emploi des mat6riaux composites 
se g~n6ralise rapidement dans des domaines aussi 
divers que le nucl6aire, l'a6ronautique, l'espace ou 
la micro-~lectronique. En particulier, dans l'industrie 
a~rospatiale, les mat6riaux composites sont utilis~s 
dans toutes les applications off le rapport entre les 
propri~t6s m&aniques et la masse volumique doit &re 
le plus favorable possible. I1 y a donc un grand int6r& 
fi pouvoir mod61iser le comportement thermique des 
mat6riaux composite, qui reste d'ailleurs encore mal 
maitris~ [1]. Au plan exp6rimental, les contraintes en 
vue d'assurer l'int6grit~ et la qualit~ de pi6ces struc- 
turales en mat~riaux composites sont/ t  l'origine de 
plusieurs programmes de recherche dans le domaine 
des contr61es non-destructifs (CND). 

A partir de la derni~re d6cennie, les d~veloppements 
de l'optique ont conduit /t de nouvelles techniques 
de contr61e, d6nomm6es m&hodes photothermiques, 
appliqu~es avec succ& aux rev&ements [2], films 
minces [3] et mat&iaux multicouches [4]. Dans ces 
m&hodes, les variations du champ pari6tal des tem- 
pdratures entra~n~es par l'application d 'un flux de 
chaleur impulsionnel ou p6riodique, d6tect6es par un 
radiom~tre infrarouge, permettent de caract~riser cer- 
taines des propri&6s physiques de l'6chantillon ainsi 

que de d&ecter d'6ventuels d~fauts dans sa structure 
interne. 

Le travail pr~sent~ dans cet article dolt Etre int~gr6 
aux recherches relatives au CND des mat~riaux com- 
posites multicouches par thermographie infrarouge. 
Plus pr6cisement, nous avons r&olu le probl~me 
inverse de diffusion instantionnaire concernant la 
reconstruction tomographique d'une distribution 3D 
des d~fauts, non-observables directement, & partir 
d 'un ensemble incomplet et bruit6 d'images thermo- 
graphiques, fruit d'une experience photothermique de 
CND. Les d~fauts, repr6sentant des d61aminages ou 
des inclusions minces, sont simul& dans le module 
math6matique par des conductances thermiques de 
contact non-capacitives, lat6ralement distribu&s 
entre les strates successives du multicouche. La 
m6thode de reconstruction propos& fait appel ~i un 
algorithme it6ratif d'optimisation non-lin6aire avec 
contraintes associ6 ~ une technique de r6gularisation 
bas6e sur le principe de l'entropie maximale. 

Etant donn6 que la r6solution d'un probl6me 
inverse passe n6cessairement par la r6solution du pro- 
blame direct correspondant, nous pr6sentons 6gale- 
ment la mod61isation du transfert thermique insta- 
tionnaire dans une structure 3D plane multicouche 
orthotrope. Bien que cette g6om6trie soit relativement 
simple, la pr6sence des d6fauts de taille limit& entre les 
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NOMENCLATURE 

C matrice des coefficients, 6quations R(p) 
(32)-(34) 

(7,- chaleur massique [J kg-~ K -  1] S(p) 
C/- i, CJ+ ~ coefficients, 6quations (20) et 

(21) t,t" 
- m - - 1  m - -  1 F~ . . . .  F~ fonctions, 6quations (27) et (28) T 

h~, h~+ 1 coeffÉcients de transfert thermique x, y, z 
[W m -2 K - ' ]  Y 

hi conductance thermique de contact 
[W m-2 K 1] 

k conductivit6 thermique [W m -  1 K -  ~] 
I nombre total de couches 
J nombre total de noeuds dans la 

direction x 
Jc nombre de noeuds par couche dans la 

8 r m s  
direction x 2, 

J~ fonction objectif, 6quation (35) 
K nombre total de noeuds dans la 

P 
direction y a 

lq, Uq contraintes d'optimisation ~gj., 
L nombre total de noeuds dans la 

direction z 
L~, L,,, L- param+tres g6om6triques 
M nombre total d'images infrarouges 
N nombre total de valeurs propres 
Nj.. integrale de normalisation de la n~me 

fonction propre, 6quation (25) 
Nobs nombre d'observations exp6rimentales 
p vecteur solution 
P vecteur des termes sources, 6quations 

(32)-(34) 
p~,-1 terme source, 6quation (22) 
Q dimension du probl~me inverse 
R u) j~me r6gion 616mentaire, Fig. 3 

somme des 6carts quadratiques, 
6quation (37) 
fonctionnelle r6gularisante, 6quation 
(41) 
temps [s] 
temp6rature [K] 
coordonn6es d'espace [m] 

vecteur des donn6es. 

Symboles grecs 
diffusivit6 thermique [m 2 s t] 

7 param6tre de r6gularisation 
At pas de temps 
Ax, Ay, Az param6tres de la grille 

6cart rms, 6quation (43) 
n6me valeur propre 
coordon6e d'espace 
masse volumique [kg m-3] 
variance du bruit de mesure 
n6me fonction propre 
fonction, 6quations (29)-(31). 

Indices inf6rieurs 
i num6ro de couche 
j ,  j~, k, l indices d'espace 
n ordre de la valeur propre 
q indice du vecteur solution 
x ,y ,z  indices de direction. 

Indices sup6rieurs 
(j) ,  (k), (I) indices des r6gions 616mentaires 
m indice du pas de temps 
r num6ro d'iteration. 

couches met le probl6me hors de port6e des m6thodes 
analytiques classiques. Alors, afin de combiner la pr6- 
cision des techniques analytiques et la souplesse des 
m6thodes num6riques discr6tes, nous avons r6solu le 
probl6me direct par une m6thode num6rique hybride, 
la m6thode des 616ments analytiques [finite analytic 
(FA) method], associ6e ~ un schema de calcul im- 
plicite ~ directions altern6es (ADI). 

FORMULATION MATHEMATIQUE 

Problkme direct 
Consid6rons une structure composite plane de 

dimensions (Lx x L,, x Lz), constitu6e par I couches 
parall61es d'6paisseur 6x~ = X i + l - x ,  comme illustr6 
par la Fig. 1. Chaque couche est homog6ne, ortho- 
trope et peut avoir des propri6t6s physiques diff6rentes 
des celles de couches adjacentes. Les conductances 
thermiques de contact interfaciales hi peuvent varier 

selon les directions y e t  z. Pour t > 0, des conditions 
de type mixte sont impos6es aux fronti6res. I1 n'y a 
pas de sources de chaleur volumiques dans les milieux. 

Dans la couche i du composite, xi ~< x ~< xi+~, 
i = 1 , . . .  , L l'6quation de la diffusion de la chaleur 
s'6crit alors 

I l ! - | .." 

', , , £  ',i-_'_'_l__l___t J 
.~ i i % 4 " -  - - I -  - 4 - - - F - J  

~, i ~ . -  ' ' ' -  . . . . .  i - - - F ~  

= Z 

Fig. I. Sch6ma de la structure multicouche. 
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Fig. 2. Grille de discr6tisation. 

X 

k azTj k #2Ti #2Ti C dTi 
q- ,.i~y 2 +k:i  ~z ~ ' ~  pi i 63 ~ -  (1) -x'i ~ X  2 

Ti(x, y, z, t) 6tant la temperature dans la couche i, Pl 
la masse volumique, C~ la chaleur massique et kx~, k,.i, 
k:~ les conductivit6s thermiques dans les directions x, 
y et z. Sur les faces externes les conditions aux lirnites 
s'experiment 

0T~ 
-k~ ,  ~ +h ,  T, = f ,  ft) (2) 

k.~v' +h,+, T, =/)+ 1(t) (3) 

e n x = x ~ = 0 e t x = x ~ + ]  =L~;  

- k  0 ~  ,, ~y +h.T~ =f~.(t) (4) 

k,. ,~y +h,.T, =f~.(t) (5) 

en y = 0, y = Ly et x~ ~< x ~< Xi+n; et 

- k  #T, +h.T~ =f i ( t )  (6) z ~ Z  " " 

k : , ~  + h:T, =.L(t) (7) 

en z = 0, z = L~ et x, ~< x ~< x~+l. 
Les conditions de raccordement aux interfaces 

s'6crivent 

- k ~ , ~  = h,+t ( T , -  T,+,) (8) 
U X  

~T, #T~+: 
k ~ i ~ ,  x = k,.,+j ax (9) 

en x = xi+ t. 
Enfin, pour t = 0 ,  la condit ion initiale est 

T,(x,y,  z, t) = F,(x,y,  z). (10) 

Discrktisation et donnkes exp&imentales 
Le domaine de calcul est discr6tis6 de mani6re 

constituer une grille uniforme au niveau des strates du 
composite, comme illustr6 par la Fig. 2, comportant  

(Jc × K × L) noeuds par couche et (J × K × L) noeuds 
au total, off J = Jc × I. Ainsi, la temp6rature au point 
(j~Ax, kAy,  lAz) de la couche i ~ l ' instant mAt, s'6crit 

Ti(jcAx, kAy,  lAz, m A t ) -  T~: (11) 

o6 j = ( i - - I ) J~+L,  et la conductance de contact au 
point (kAy, IAz) de l'interface entre les couches i -  1 
et i est donn6e par 

hi(kAy, lAz) - hikt, i = 2 . . . . .  I. (12) 

Les donn6es exp6rimentales sont stock6es dans des 
s6quences de M images infrarouges de la face du com- 
posite soumise ~ une impulsion thermique (face 
avant),  enregistr4es en t m, m = 1, . . . , M.  Chaque 
image est constitu6e par une mosaique de (Kx  L) 
pixels, de sorte qu 'on  peut associer au pixel (k × l) de 
l 'image m, la mesure exp6rimentale Y~"~. 

Problkme inverse 
Si l 'on d6note p le vecteur solution recherch6, le 

probl6me inverse consiste & d6terminer pc  P tel que 

Yk3 = TTk, (1 3) 

pour tout k, Ie t  m, off 

P = {P,,P2 . . . . .  Pq . . . . .  PO-I,PQ} 

= {hz~],h2,2 . . . . .  hik, . . . . .  hmL ~,h,xc} (14) 

et 

q = KL( i - -2)  + K ( l -  1) +k .  (15) 

P &ant l'espace de solutions admissibles et T'~k~ la 
temp6rature de la face avant de la structure multi- 
couche, obtenue par la r6solution du probl6me direct. 

Malheureusement,  cette formulation, bas6e sur une 
parfaite identit6 entre le modele direct et l'exp6rience, 
ne permet pas la mise en oeuvre d 'une  m6thode fiable 
d'inversion, en raison du bruit  de mesure pr6sent dans 
le vecteur des donn6es Y. L'exacte v6rification de cette 
contrainte 6quivaut ~ interpr6ter le bruit  comme un 
signal ayant un rapport  r6el avec la physique du 
probl6me, conduisant  in6vitablement ~i l ' introduction 
des structures parasites ou des artefacts dans la solu- 
tion. En effet, la pr6sence de bruit  dans les donn6es 
exp6rimentales repr6sente une perte irr6cup6rable 
d ' information qui rend donc impossible une recon- 
struction tomographique exacte des d6fauts. Une for- 
mulat ion appropri6e pour le probl6me inverse ci- 
dessus sera pr6sent6e et discut6e en detail dans les 
sections suivantes. 

R E S O L U T I O N  D U  P R O B L E M E  D I R E C T  

Principe de la m~thode FA 
La m6thode des 616ments analytiques (FA) a 6t6 

d6velopp6e par Chen et al. [5-7] et utilis6e dans la 
r6solution de probl6mes en m6canique des fluides et 
transfert de chaleur. Elle a 6t6 r6cemment 6tendue aux 
probl+mes de diffusion en r6gime instationnaire dans 
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les mat4riaux composites multicouches par Ramos et 
Giovannini  [8]. 

L'id6e de base de la m6thode F A  est d ' in t roduire  
une solution analytique locale dans la solution 
num6rique des 6quations diff&entielles, r6duisant 
ainsi l 'erreur de t roncature dans l ' approximat ion  aux 
diff6rences finies ou 61iminant l 'usage d 'une fonction 
d ' in terpolat ion dans la m6thode des 616ments finis. 
La m6thode F A  d6compose le domaine de calcul en 
616ments discrets, dans lesquels la solution analytique 
est obtenue ais6ment 5, cause de la simplicit6 de la 
g6om6trie et des condit ions aux limites. La solution 
num6rique du probl6me complet  est obtenue en 
assemblant  et recouvrant  toutes les solutions analy- 
tiques locales qui relient un noeud interne 5, tous ses 
voisins. 

R(J) 

Fig. 3. Sch6ma d'un 616ment de discr6tisation. 

M&e en oeuvre numkrique 
La raise en oeuvre du mod6le direct par  l 'ap- 

plication de la m6thode FA,  d6crite en d6tail dans les 
r6fs. [9, 10], comporte  quatre &apes principales: 

• d6composit ion de l '6quation de la diffusion insta- 
t ionnaire 3D en un triplet d '6quations mono-  
dimensionnelles d6coupl6es, en utilisant le sch6ma 
de dasint6gration de Yanenko [11]; 

• discretisation du domaine de calcul r6gions 616men- 
taires ID R u~ {j = 1 . . . . .  J},  R ~ {k = 1 . . . . .  K} 
et R (~) { / =  1 . . . . .  L}, dans les directions x, y e t  z, 
respectivement; 

• d6rivation des solutions analytiques locales, dans 
les r6gions 616mentaires; 

• assemblage et recouvrement de toutes les solu- 
tions analytiques locales, selon les trois direction 
orthogonales.  

Le champ complet  de temp6ratures T~z, fi l ' instant  
t ~, est obtenu par le balayage successif de toutes les 
lignes j ,  k et I de la grille de discr6tisation, de faqon 
similaire 5' celle utilis6e dans les m&hodes 5, pas frac- 
t ionnaire classiques. 

Solution numdrique globale 
Consid6rons ~(~,  t), la solution de l '6quation de la 

diffusion dans une r6gion 616mentaire R u~, illustr6e 
par  la Fig. 3. Si l 'on 6value Tj(¢, t) au point  Cj et en 
t = t" = mat,  en exprimant  la condit ion initiale et les 
condit ions aux limites en fonction des valeurs nodales 
adjacentes, soit't 

T m- '(~) = f (TT '7 ' ,  1"7-' , T'7+ ,', ~) 

et 

Tj_l(t) . T m - I  ,n = / (  ,_ ,  , T~_, ,  t) 

( 1 6 )  

(17) 

~ + ,  (t) = f(Tjm+ , ' ,  Tim+ ,, t) (18) 

alors le sch6ma num6rique implicite, ~ six points, 
r61iant T~' aux valeurs nodales voisines correspond 

t Par souci de simplification, les indices k et l ont 6t6 
supprim6s. 

T~"= Cj , T" ± C  w-, + p r o - ,  (19) / 1 7 / + l J  j + l  j 

ot~ les coefficients des termes implicites sont donn6s 
par 

C/_l -- ~v,., ~i.,(~j) k~j 
, =  I , ¢ = ¢ /  

x e;~,"t" dt' (20) 

e ;.,~a, / dd/. \ 1 ~ " k ~-~,n 

Cj+, Att,,~, N,.,, I d~ )~=¢,+, 

x ea?,"t'dt ' (21) 

et le terme de source par 

e - ;'~, a' / ddl \ 
PT'- '  ~ L N,.~ \ d¢ ) 

n = ]  ~ = g p  I 

x e a?'~ t - - t '  t' 
,J o / 

1 e ;.~a, / dd/ \ 

n= I  l ,n \ "~ / ~ = ~ l * l  

A/ 

r ) d r  T ;~  ~ X fo e;:" (at- ) 
e 2~At 

+ ~ ~ - .  Oj..(~)/e~"~ - '  (22) 
n = I L n  

a v e  

2/.. = ~ n26 ~ (23) 
/ 

0i.,,(~)----sin I~ffj (~--  ~i - , )  ] (24) 
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et 

Ns. =--6~s (25) 
' 2 

6¢, = ~s+, - ~j-t.  (26) 

Le terme F~,- ~ est d6termin6 par l'expression 

Fmj,n-I : ,7, ~ iD,/,,, (¢)Fj - i  (~) de (27) 

ofi la fonction F;"-~ (~) est approximhe par un poly- 
nome de Lagrange d'ordre 2 passant par les noeuds 
T m-'~ ~ , T ~"-I~ et TT'+~: 

i t t 0 1  m--1 F m ~(~) / , ( ~ ) T / ,  +Ws(~)T~ ' - I  

+ q~j+, (~) TT+q' (28) 

ot~ 

( ¢ -  ~ / ) (~ -  ~/+') (29) % - , ( 0  = (¢j_, _~j)(¢j  , _ ~ j + , )  

(~- ~J-')(~-~J+') (30) ~'(~) = (¢/- 4,- , ) ( ¢ j -  ¢/+,)  

%+,(~) = (~+, _~_,)(~/+~ _~;). (31) 

La dhrivation des relations alghbriques similaires 
pour les 616ments R ~ et R (~), contigus aux fronti6res 
du domaine de calcul, permet d'incorporer les con- 
ditions aux l/mites du problhme, dans la solution 
num6rique globale. Les relations de fermeture coup- 
lant les solutions locales dans les rhgions 616mentaires 
adjacentes A un m4me point de l'interface entre deux 
strates du composite sont obtenues par diffhrences 
finies, ~i partir des conditions de raccordement inter- 
faciales en temp6rature et en flux, donn6es par les 
6quations (8) et (9). 

La solution du problhme complet r6sulte de 
l'assemblage de toutes les solutions locales selon les 
trois directions orthogonales et s'4crit, sous forme 
matricielle, 

C/T* = P7 '-~ (32) 

CkT** = P*  (33) 

C,T~' = P** (34) 

off C/, Ck et C~ sont les matrices tridiagonales des 
coefficients des termes implicites. T/, Tk et T~ les vec- 
teurs temp6rature et Pj, Pk et P~ les vecteurs source. 

RESOLUTION DU PROBLEME INVERSE 

Position du problkme 
La d6termination des caract6ristiques g6om6triques 

et physiques d 'un d6faut situ6 A l'int6rieur d'une pi6ce, 
A partir des mesures prises fi sa surface, est un pro- 
bl6me appartenant fi la famille des probl6mes inverses, 
dont la nature real pos6 se traduit par l'instabilit6 des 
solutions vis-A-vis des faibles variations des donn6es 

in/t/ales. Alors, une approche naturelle pour traiter ce 
genre de probl6me consiste A d6terminer le vecteur 
solution p au sens de moindres carr6s, en minimisant 
l'6cart quadratique entre le mod61e direct et les don- 
n6es exp6rimentales. Cependant, cette approche n'est 
pas enti6rement satisfaisante car elle ne permet pas la 
prise en compte dans la proc6dure d'inversion de toute 
information a priori 6ventuellement disponible con- 
cernant les caract6ristiques du probl6me trait6. En 
effet, les solutions recherch6es sont souvent associ6es 
A des contraintes quantitatives ou qualitatives (posi- 
t/v/t6, degr6 de lissage de la solution, etc.) qui per- 
mettent de restreindre l'espace des solutions admis- 
sibles du probl+me. 

Ces diff6rents aspects nous conduisent A presenter le 
probl6me inverse comme un probl6me d'optimisation 
non lin6aire avec contraintes, dont la formulation 
s'6crit: 

ofl 

min{J~,(p)}p~e lq<~pq<~uq q = l  . . . . .  Q (35) 

J.,(p) = R(p) - 7S(p) (36) 

K £ M 

R(p) = y~ Y' ~ [Y~',-T'~'k,(p)] 2. (37) 
k - - l l = l m = l  

R(p) mesure la somme des 6carts quadratiques entre 
le mod6le et l'exp6rience, S(p) est une fonctionnelle 
r6gularisante et 7 > 0 est le param6tre de r6gu- 
larisation. L'utilisation d'une approche entropique 
pour le choix de S(p) sera discut6e dans la section 
suivante. 

ROgularisation par maxirnisation d'entropie 
L'entropie est une notion famili6re en thermo- 

dynamique, en m6canique et en th6orie de l'in- 
formation. Ce furent Maxwell, Boltzmann et Gibbs 
qui, en jetant les bases de la thermodynamique sta- 
tistique, donn+rent les premiers une interprbtation 
probabilistique de cette grandeur. En 1949, Shannon 
et Weaver [12] &ablirent le lien entre les concepts 
d'information et d'entropie, en cherchant A 6valeur 
quantitativement, l'incertitude qu'il est possible 
d'attribuer ~ la formation d'une suite particuli6re. 

Le principe de l'entropie max/male (EM), pro- 
pos6 comme une m6thode d'inf6rence par Jaynes [13], 
d6coule directement de cette dual/t6 information/ 
entropie. Dev61opp6 A partir des consid6rations 
quelque peu subjectives, le principe EM a regu un 
cadre th6orique rigoureux avec les travaux de Shore 
et Johnson [14] et de Tikochinsky et al. [15]. Depuis 
son apparition en 1957, cette m~thode a 6t~ appliqu6e 
dans des domaines aussi divers que la radioastro- 
nomie [16], la tomographie [17], le traitement 
d'images [18], la reconnaissance de formes [19] 
ou encore la cristallographie [20]. 

Les avantages de l 'approche entropique sont not- 
amment, le respect automatique de la contrainte de 
posit/v/t6 et, surtout, le choix pr6f6rentiel des recon- 
structions; parmi routes celles compatibles avec les 
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donn6es du probl6me; qui poss6dent la structure la 
moins informative, c'est-~-dire la moins complexe. Ce 
dernier point est particuli6rement important  puisqu'il  
permet de r6duire l 'apparit ion des structures parasites 
associ6es au bruit de mesure, dans la solution inverse. 

Le choix de la fonctionnelle de r6gularisation S(p) 
par le principe EM utilise comme point de d6part la 
formulation discr6te du probl6me inverse, pr6sent6e 
pr6c6demment. Si l 'on note N le nombre total d'616- 
ments Ap discrets du vecteur de param6tres p, dis- 
tribu6s au hasard sur Q points de la grille de dis- 
cr6tisation, et Nq le nombre d'616ments Ap au point q, 
tel que l 'on ait 

pq = NqAp (38) 

Q 
N = ~ N u (39) 

q=l 

et 

Nq pq (40) 
Sq N Q 

q=l 

alors, la fonctionnele de r6gularisation est donn6e par 

O 
S(p) = - ~, sqlogs~. (41) 

q=l 

Due ~i l'inexistence de crit~res analytiques, la d6ter- 
minat ion du param~tre de r6gularisation n6cessite, en 
g6n6ral, un certain d6gr6 d'exp6rimentation 
num6rique. Le choix de ~ d6pend essentiellement de 
l ' information disponible sur les donn~es exp6r- 
imentales et peut, donc, 6tre effectu6 en fonction de la 
valeur prise par le r6sidu R(~), off ~ denote le vecteur 
solution estim& Alors, si la statistique du bruit  de 
mesure peut ~tre approxim6e par une gaussienne de 
moyenne nulle et d'6cart-type a constant,  l 'approche 
la plus simple pour  la d6termination du param~tre de 
r6gularisation, consiste ~ choisir la valeur de ~, qui 
v6rifie au mieux la condit ion 

R(I~) ~ E{R(p)} = Nobs a2 (42) 

Ol~l N o b  s = K L M  est le nombre total d 'observations et 
E{.} est l 'op6rateur d'esp6rance math6matique. Dans 
la pratique, la d&ermination de 7 est facilit6e par le 
fair que la solution estim6e reste relativement in- 
chang6e pour  des larges plages de la valeur du par- 
am&re de r6gularisation. 

Algorithme d'optimisation 
Etant  donn6e la nature non  lin6aire du probl6me 

inverse d6fini par les 6quations (35) fi (37), la recherche 
d 'un  maximum pour la fonction objectif J~,(p) s'effec- 
tue de faqon it6rative, avec l 'aide d 'un  algorithme 
d 'optimisat ion quasi newtonien ~ m6trique variable 
de la biblioth6que N A G  [21]. Les principaux pas de 
la proc6dure d ' inversion sont les suivants: 

(1) au point de d6part, choisir un veeteur de par- 

am&res initial pO et poser H ° = I, off H est une 
approximation de l'inverse du hessien et 1 la 
matrice d'identit6 ; 

(2) /~ l ' i t&ation r, 
(a) calculer 

6r~r  H r I~r~rHr- I 

off 

~ = VJ~,(p r) - V J : . ( f f - ' ) ;  

(b) r6soudre le probl6me direct pour pr et d6ter- 
miner la fonction objectif J, (p r) ; 

(c) calculer par diff6rences finies le gradient 
VJ~.(pr) ; 

(d) d6terminer la direction de d6placement 
d r = _ UrVJ;.(p r ) ; 

(e) calculer pr+~ =p r+~M r  ' O/1 C¢" maximise 
J~.(p~+ ~ff) ; 

(3) r ~ r + l ,  tester la convergence puis arr~t ou 
retour en 2. 

R E S U L T A T S  N U M E R I Q U E S  

Afin d'~valeur les performances de la m6thode d ' in-  
version propos6e ci-dessus, nous l 'avons test6e 
num6riquement,  en utilisant des donn6es expdr- 
imentales simul6es par le mod+le direct et contamin6es 
par du bruit al6atoire gaussien d'6cart-type ~r. Tous 
les calculs ont 6t6 initialis6s par le vecteur 
p0 _= {pO = lq, q = 1 . . . . .  Q}, off lq est la limite 
inf6rieure de variation des param6tres. Les contraintes 
d 'optimisation ont  6t6 fix6s en lq= l x l02  et 
Uq = 1 x 10sS/. 

Cas 1D 
Le premier cas test concerne un mur 1D composite 

constitu6 par 10 couches homog6nes de marne ma- 
t~riau (k = 0.67 W m 1 K ~, ~ = 2.2 x 10 -7 in-" s ~) 
de 6 = 0.3 mm d'6paisseur chacune. Les conditions 
aux limites sont de type mixte (h = 10 W m 2 K ~). 
En t > 0, la face avant  du composite (x = 0) est sou- 
mise fi une impulsion thermique uniforme sous forme 
de cr6neau, d 'une  dur6e de 1.6 s et avec une densit6 
de flux de 4500 W m -2. L'analyse inverse a pour 
but la d6termination du vecteur des param6tres Pex 
repr6sentant les conductances thermiques de contact 
entre les diff6rentes couches du composite, situ6es 
respectivement en x, = q& q = 1 . . . . .  9. 

Influence du bruit de mesure. Le Tableau 1 repre- 
sente les valeurs du vecteur solution Pox ainsi que les 
r6sultats des calculs num~riques. Lorsque ? = 0 et que 
l 'on augmente le niveau de bruit, on observe que l'al- 
gorithme converge vers des solutions distinctes, de 
plus en plus eloign6es de la solution exacte recherch6e. 
La Fig 4 pr6sente aussi la variation du rapport  
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Tableau 1. Influence du bruit de mesure 101 

q 1/p¢~ 1/p~_0 l/p,_0025 l/p,-0,00 

1 1 . 0 0 E -  08 1 . 0 0 E -  08 1 . 0 0 E -  08 1 . 0 0 E -  08 
2 1.00E- 08 1.00E- 08 1.00E- 08 1.00E- 08 
3 1.00E-08 1.00E-08 1.00E-08 2.10E-05 100~ 
4 1.00E- 03 1.00E- 03 8.89E-- 04 9 .24E-  04 oo 
5 1.00E-- 08 1.00E- 08 1.37E- 04 1.00E- 08 
6 1.00E- 08 1.00E- 08 1.00E- 08 1.00E- 08 
7 1.00E- 08 1.00E- 08 1.00E- 08 1.00E- 08 
8 1.00E-08 1.00E-08 1.00E-08 3.14E-04 
9 1.00E-08 1.00E-08 1.00E-08 1.00E- 08 ~ 10_ ~ 

R(p) 1.12E-19 7.45E-02 1.03E+00 
N,,b~tr: 0.00E + 00 6.25E- 02 1.00E + 00 

__ (Pq --Pq,~x) ~,~ ~ q= 1 (43) 
0 ~-~Q o 2 

~rms q= 1 (Pq - -Pq,ex)  

en fonct ion du  num6ro  de l ' i t6rat ion r, pour  diffarentes 
valeurs de l '6cart-type du bruit .  Pour  tr ~ 0, on  con- 
state qu 'apr~s  une courte  phase  initiale, la pr6cision 
de la solut ion inverse se d6grade, au  fur et ~t mesure 
que le n o m b r e  d ' i t~rat ions augmente.  Cette car- 
act&ist ique,  qui visualise l ' insuffisance de la m6thode  
des moindres  carr6s classique (7 = 0), r6sulte du fait 
que l 'a lgori thme,  en cherchant  ~t minimiser  le r6sidu 
R(p), in t rodui t  darts le vecteur solut ion des s tructures 
parasi tes li6es essentiel lement au  brui t  de mesure,  et 
qui n ' o n t  donc  aucun  rappor t  avec la physique du 
probl~me 6tudi6. 

Influence du param~tre de rkyularisation ~. La vari- 
a t ion du  rappor t  ~ms/~°m~ en fonct ion du num6ro  de 
l ' i t6rat ion r, pou r  7 = 0, 0,1 et 0.001 est repr6sent6e 
sur la Fig. 5, alors que le Tab leau  2 donne  les vecteurs 
solution.  On observe que mame si les trois solut ions 
inverses calcul~es reproduisent  l 'al lure g6n6rale du 
vecteur des param~tres  recherch6, les meiileurs r6sul- 

10 2 

- 0 0 = 0 * C  
O O = 0.025"C 

101 O O = 0.100*c 

100: 

1o_1 

lO -2 

g 
r )  10 -3  

10"4 ! 

1o-5 

1o--6 
0 5 I0 15 20 25 

I t era t ions  

Fig. 4. Influence du bruit sur la convergence de l'algorithme 
d'inversion. 

0 ¥ = 0  
J o "/=0.1  

0 ~= 0"001 c 

h 
10-2 I I I I 

20 40 60 80 

I t e r a t i o n s  

Fig. 5. Influence du param~tre de regularisation sur la con- 
vergence de l'algorithme d'inversion. 

tats  on t  6t6 obtenus  pour  1' > 0. En effet, l 'ut i l isat ion 
d ' un  terme de r6gularisat ion dans  la proc6dure  d ' in-  
version permet  d 'assurer  une d6croissance & peu pros 
r6guli~re et m o n o t o n e  de l 'erreur,  aux d6pens d 'une  
convergence initiale plus lente et d ' un  r6sidu R(p) 
final plus impor tan t .  Aussi, il est ~i r emarquer  l 'aspect  
excessivement liss6 du vecteur p; = 0 ~. Cela indique une 
perte de consis tance de la solut ion inverse par  rappor t  
aux donn6es exp6rimentales,  en raison de l 'emploi  
d 'une  valeur  t rop forte du param~tre  de r6gularisat ion 
lors de la proc6dure d ' inversion.  Enfin, pour  

7 = 0.001, on  observe la pr6sence de quelques struc- 
tures parasi tes  dues au bruit ,  dans  la solut ion inverse. 
Ce r6sultat  indique que l 'ut i l isat ion des valeurs de 7 
choisies dans  l ' intervalle 0.001 < 7 < 0.1 peut  
conduire,  en moyenne,  & des reconst ruct ions  plus 
pr6cises. 

Influence du nombre d'observations N,,b~. Dans  la 
r6solution d ' un  probl~me inverse, une condi t ion  
n6cessaire 6vidente (mais pas suffisante) d 'unici t6 est 

Tableau 2. Influence du param&re de r6gularisation 7 

q 1/p~x l/p, 0 1/p~_00111 1/p~=0 too 

1 1.00E-08 2.51E-06 1.25E-06 3.04E-06 
2 1.00E--08 1.00E-08 7.50E-08 2.87E-06 
3 5.00E-04 7.00E-04 4 .97E-04 6.37E-04 
4 1.00E - 03 6.26E - 04 1.00E - 03 7.81E - 04 
5 1.00E-08 1.00E-08 4.14E-08 3.03E-06 
6 1.00E-08 1.00E--08 2.45E-08 3.03E-06 
7 1.00E-08 1.00E--08 1.85E--08 3.03E-06 
8 1.00E-08 1.00E-08 4.31E-08 3.03E-06 
9 1.00E-08 5.51E-03 5.13E-08 3.03E-06 

R(p) 3.26E--01 3.35E-01 3.29E-01 
Nob~a 2 1.50E--01 1.50E-01 1.50E-01 

S(p)/Smax 7.35E-01 7.68E-01 8.89E-01 
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Fig. 6. Influence du nombre d'observations exp~rimentales 
sur la convergence de l'algorithme d'inversion. 

celle qui stipule que le nombre total d 'observations 
exp6rimentales ind6pendantes Nob~ soit 6gale ou sup6r- 
ieure au nombre de param6tres ~ estimer Q. Les essais 
dont  les r6sultats sont reproduits sur la Fig. 6 ont 
6t6 obtenus avec ~, = 0 et des donn6es d'entr6e non 
bruit6es. On observe que pour Nob~ = 9 = Q et 
Nob~ = 100 >> Q, l 'algorithme converge vers la solu- 

tion inverse recherch6e, mais le surdimensionnement 
du nombre d 'observations dans le dernier cas a permis 
une acc616ration notable de la vitesse de convergence. 

Cas 3D 
Ce deuxi~me exemple concerne la reconstruction 

d 'un d61aminage en forme de croix, caract~ris6 par 
une r6sistance de contact Rc -- 1 x 10 3SL situ6 dans 
une plaque plane multicouche (30 x 30 x 1.5 mm), 
une profondeur de 0.60 ram, entre les deuxi+me et 
troisi6me strates. Le composite est en effet constitu6 
par cinq couches homog6nes et orthotropes d'6pais- 
seur unitaire 0.3 mm. Les conductivit6s et les diffu- 
sivit6s thermiques radiales et axiales sont d6finies 
respectivement par krad = 10 x k~, = 6.7 W m ~ K -  
et ~r,d = 1 0 X ~ ,  = 2.2X 10 - 6  m 2 s - I .  La solution 
exacte recherch6e est illustr6e par la representation 3D 
visualisant l'intensit6 du d6faut Re en fonction des 
coordonn6es y e t  z (Fig. 7). Les calculs ont  6t6 r6alis6s 

partir  de termogrammes simul6s par la r6solution 
du probl6me direct. A c e s  r6sultats, il a 6t~ additionn~ 
un bruit gaussien de moyenne nulle et d'6cart-type 

= 0.05°C, dans le but de simuler l ' incertitude sur la 
valeur du thermosignal issu d 'une cam6ra infrarouge 
(a 6tant la valeur du bruit de mesure N E T D  fi 30°C). 
Les Figs. 8 et 9 repr6sentent deux reconstructions 3D 
du d61aminage obtenues respectivement apr~s 50 et 
250 iterations, le param~tre ~ ayant ~t~ fix6 6gal ~ 2. 

P r o f o n d e u r  = 0 . 3 m m  

-2  

O - i  

P r o f o n d e u r  = 0 .6  m m  

- - 2  ~ 

- 4  

~ 76 

1 "];w"a9 8 t ~g~eO.'L 

P r o f o n d e u r  = 0 .9  m m  P r o f o n d e u r  = 1.2 m m  

O o 

Fig. 7. Solution exacte recherch6e. 
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A 

O - O • 
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O 

Fig. 8. Reconstruction aprbs 50 itrrations. 

Cette valeur a 6t6 choisie en augmentant la limite 
suprrieure de 7, drterminre pour le cas 1D, dans la 
mrme proportion de la variation de Nobs a2 entre les 
exemples 1D et 3D (/l-peu-prrs 20 fois). On remarque 
qu'en drpit de la prrsence d'artefacts, on 6volue vers 
un excellent accord entre le vecteur de paramrtres 
recherch6 et la solution inverse obtenue aprrs 250 
iterations. 

CONCLUSION 

Dans ce travail, nous avons pr~sent~ une m&hode 
d'inversion permettant la reconstitution d'une dis- 
tribution tridimensionnelle, reprrsentant des drfauts 
dans un matrriau composite multicouches, ~ partir 
d 'un ensemble bruit6 et incomplet de donnres exprr- 
imentales. 

Le problrme inverse, formul6 comme un problrme 
d'optimisation non linraire avec contraintes, a 6t6 
rrsolu itrrativement par un algorithme quasi newton- 
ien, en utilisant le principe de l'entropie maximale 
comme technique de rrgularisation. La mrthode 
num~rique des 616ments analytiques (FA), associ6e ~t 
un sch6ma de calcul implicite h directions altern6s 
(ADI), a 6t6 utilis6e pour r6soudre le probl6me direct 
correspondant. Cette formulation a 6t6 test6e avec 
succ6s, sur des g6om6tries 1D puis 3D, h partir des 

donnres simulres par le modrle direct et arti- 
ficiellement bruitres. 

Les possibilitrs de la mrthode d'inversion ici pro- 
pos6 ne sont limitrs que par le temps de CPU nrces- 
saire fi la convergence de l'algorithme d'inversion, qui 
varie de fagon plus que quadratique en fonction du 
nombre des paramrtres inconnus du problrme, et par 
la qualit6 des donnres exprrimentales. I1 a ~t~ v~rifi6 
exprrimentalement [9] qu'il est possible de caractrriser 
des drfauts, dont la rrsistance d'interface correspond 
~i un tiers de celle de la couche du milieu siture en 
amont du plan du drlaminage,/l partir des variations 
de temprrature de l'ordre du dixirme de degrr. 

En bref, dans ce travail, il a 6t6 drmontr6 la fais- 
abilit6 de l'utilisation d'une approche tomographique, 
analogue h celle employre en imagrrie mrdicale, pour 
la d&ection et la caractrrisation de drfauts, par 
thermographie infrarouge, dans les matrriaux com- 
posites multicouches. I1 reste cependant des progrbs/t 
faire au niveau de l'optimisation des temps de calcul, 
pour que cette technique d'inversion soit transposable 
et utilisable en milieu industriel. 
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Fig. 9. Reconstruction apr6s 250 it6rations. 
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SOLUTION OF A MULTIDIMENSIONAL HEAT CONDUCTION INVERSE PROBLEM USING 
THE FINITE ANALYTIC METHOD AND THE PRINCIPLE OF MAXIMUM ENTROPY 

A tomographic reconstruction technique of a 3D internal distribution of defects, from an incomplete and 
noisy data set, is presented. The associated direct problem is solved numerically by the finite analytic 
method, using an alternating direction implicit approach. A constrained optimisation algorithm together 
with a maximum entropy regularisation technique is used to solve the inverse problem. Numerical results, 
obtained from data sets simulated by the direct model and corrupted by Gaussian noise, demonstrate the 

good general performance of the proposed inversion method. 


